
42

Õàéíö Øóìàí

© ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÛÅ ÈÍÑÒÐÓÌÅÍÒÛ Â ÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÈ. ¹ 2, 2006 ã.

ÈÍÒÅÐÀÊÒÈÂÍÎÅ ÊÎÍÑÒÐÓÈÐÎÂÀÍÈÅ

Â ÂÈÐÒÓÀËÜÍÎÌ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ

Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ CABRI 3D

×àñòü 2

Õàéíö Øóìàí

1. ÁÀÇÎÂÛÅ È ÎÑÍÎÂÍÛÅ
ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß Â CABRI 3D

Òàáëèöà 1 ïðåäîñòàâëÿåò êîíñòðóêòèâ-
íûå âîçìîæíîñòè, ðàçáèòûå íà 4 èíñòðó-
ìåíòàëüíûå ãðóïïû. Íèæå ïðèâîäÿòñÿ
ðàçúÿñíåíèÿ ê íèì. Ñîîòâåòñòâóþùèå áà-
çîâûå è îñíîâíûå êîíñòðóêöèè ïîìåùåíû
â ðàìêè.

Ýòè êîíñòðóêöèè «ïîëèìîðôíû», òî
åñòü ñîîòâåòñòâóþùèé îáúåêò ñòðîèòñÿ òîëü-
êî ïîñëå âûáîðà îáúåêòà, åãî îïðåäåëÿþ-
ùåãî. Íàïðèìåð, ïëîñêîñòü ìîæåò áûòü ïî-
ñòðîåíà ïî òðåì òî÷êàì, ïî òî÷êå è ïðÿìîé
èëè ïî äâóì íåñêðåùèâàþùèìñÿ ïðÿìûì.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ïðîñòûõ îáúåê-
òîâ, êàê óãîë èëè ìíîãîóãîëüíèê, òðåáóþò-
ñÿ ëó÷è è îòðåçêè, òî åñòü îáúåêòû, ÿâëÿþ-

ùèåñÿ ÷àñòüþ äðóãîãî îáúåêòà-íîñèòåëÿ (â
äàííîì ñëó÷àå � ïðÿìîé). Â ïðîñòðàíñòâå
íåîáõîäèìû òàêèå îáúåêòû, êàê ïîëóïëîñ-
êîñòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ äâóãðàííîãî óãëà èëè
ìíîãîóãîëüíèê äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìíîãîãðàí-
íèêà ò.ä. Cabri 3D ñîäåðæèò èíñòðóìåíòû
äëÿ ýòèõ ïîñòðîåíèé. Òàêæå èìåþòñÿ îáúåê-
òû, ïðåäñòàâëÿþùèå êîíè÷åñêèå ñå÷åíèÿ.
Íà íèõ ìîæíî ññûëàòüñÿ ïî èìåíè.

Ïðèìåíèì òåïåðü èìåþùèåñÿ èíñòðó-
ìåíòû äëÿ ïîñòðîåíèÿ. Ïðè ýòîì ìû íå áó-
äåì îáîñíîâûâàòü êàæäûé øàã � ðå÷ü èäåò
òîëüêî îá îïèñàíèè ïðîöåññà ïîñòðîåíèÿ â
âèðòóàëüíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðè ïîñòðîåíèè
ïåðâîé òî÷êè è çàâèñÿùåãî îò ýòîé òî÷êè
îáúåêòà âñåãäà íà÷èíàþò ñ íåêîòîðîé «ðå-
ôåðåíòíîé» ïëîñêîñòè. Êîíñòðóêöèè, ñî-
çäàííûå íà îñíîâå ýòîé ïëîñêîñòè, ìîæíî
íàçâàòü «ïðîñòðàíñòâåííûìè». Íàïðèìåð,
òàêèå êîíñòðóêöèè: òî÷êà âíå ýòîé ïëîñêî-
ñòè, ïåðïåíäèêóëÿð ê ïëîêîñòè, ïëîñêîñòü,
ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ïðÿìîé è ò. ä.

Ïðèìåð 1. Ïîñòðîåíèå ïåðïåíäèêóëÿ-
ðà ïî Åâêëèäó

Íà÷íåì ñ ïåðâîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî ïî-
ñòðîåíèÿ Åâêëèäà â ïåðâîé èç åãî êíèã, ïî-
ñâÿùåííûõ ñòåðåîìåòðèè (êíèãè XI�XIII â.)
îïóñêàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà èç òî÷êè íà ïëîñ-
êîñòü (ðèñóíîê 1).Ðèñóíîê 1.

Ñòàòüÿ ïðîäîëæàåò îáçîð âîçìîæíîñòåé, ïðåäîñòàâëÿåìûõ íîâîé èíñòðóìåíòàëü-
íîé ñðåäîé Cabri 3D äëÿ ïðåïîäàâàíèÿ ñòåðåîìåòðèè.
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ÏÐÅÄÌÅÒÍÎÅ ÎÁÓ×ÅÍÈÅ

Ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ â Cabri 3D:
1) ñòðîèì òî÷êó â ïðîñòðàíñòâå: A,
2) ñòðîèì òî÷êó íà ïëîñêîñòè: Â,
3) ñòðîèì òî÷êó íà ïëîñêîñòè: C,
4) ñòðîèì ïðÿìóþ: BC,
5) ñòðîèì ïëîñêîñòü: ABC,
6) îïóñêàåì ïåðïåíäèêóëÿð èç À íà ÂÑ,
7) íàõîäèì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïåðïåí-

äèêóëÿðà ñ ÂÑ: D («Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ»),
8) ñòðîèì ïåðïåíäèêóëÿð èç òî÷êè D ê

BC,
9) ñòðîèì òî÷êó íà ïåðïåíäèêóëÿðå: E,
10) ñòðîèì ïëîñêîñòü: ADE,
11) îïóñêàåì ïåðïåíäèêóëÿð èç À íà DE,
12) íàõîäèì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïåðïåí-

äèêóëÿðà ñ DE: F («Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ»).

 Âîçìîæíîå ñîêðàùåíèå êîíñòðóêöèè ñ
ïîìîùüþ îïöèè: «ïëîñêîñòü ÷åðåç ïðÿìóþ
è òî÷êó».

Îïèñàííóþ êîíñòðóêöèþ (ðèñóíîê 2)
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñî âñåõ ñòîðîí (ðèñó-

Òàáëèöà 1. Ýëåìåíòàðíûå è îñíîâíûå ïîñòðîåíèÿ.

Òî÷êà Ïðÿìàÿ/îêðóæíîñòü Ïëîñêîñòü/ñôåðà Ïåðïåíäèêóëÿð/
ïàðàëëåëü

• Òî÷êà â ïðî-

ñòðàíñòâå.

• Òî÷êà íà îáúåêòå.

• Òî÷êà ïåðåñå÷å-

íèÿ.

Íàïðèìåð, êëàâèøà

Shift ñîçäàåò òî÷êó

â ïðîñòðàíñòâå.

• Ïðÿìàÿ ïî äâóì òî÷êàì.

• Ïðÿìàÿ, ñîäåðæàùàÿ

îòðåçîê.

• Ïåðåñå÷åíèå äâóõ ïëîñ-

êîñòåé.

• Ïëîñêîñòü ïî òðåì

òî÷êàì.

• Ïëîñêîñòü ÷åðåç äàí-

íûå òî÷êó è ïðÿìóþ.

• Ïëîñêîñòü ÷åðåç äâå

ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿ-

ìûå.

• Ïëîñêîñòü, ñîäåðæà-

ùàÿ äàííûé ìíîãîóãîëü-
íèê èëè óãîë.

• Ïåðïåíäèêóëÿð èç òî÷êè

íà ïëîñêîñòü.

• Ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ

÷åðåç òî÷êó ïåðïåíäèêó-

ëÿðíî ïðÿìîé.

• Ïåðïåíäèêóëÿð èç òî÷êè

íà ïðÿìóþ.

• Îòðåçîê ïî äâóì òî÷-

êàì

Ðåáðî ìíîãîãðàííèêà.

• Òðåóãîëüíèê ïî òðåì

òî÷êàì.

• Ëó÷ ñ âåðøèíîé â äàí-

íîé òî÷êå è ïðîõîäÿùèé
÷åðåç äðóãóþ òî÷êó.

• Ìíîãîóãîëüíèê ïî

çàäàííûì âåðøèíàì.

• Ïðÿìàÿ ÷åðåç òî÷êó

ïàðàëëåëüíî äàííîé ïðÿ-

ìîé.

• Ïëîñêîñòü ÷åðåç òî÷êó

ïàðàëëåëüíî äàííîé
ïëîñêîñòè.

• Îêðóæíîñòü â äàííîé

ïëîñêîñòè ïî åå öåíòðó è

îäíîé òî÷êå.

• Îêðóæíîñòü ïî òî÷êå è

îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç

öåíòð.

• Êðóãîâîå ñå÷åíèå (øàð

è ïëîñêîñòü, äâà øàðà).

• Óãîë ïî äâóì òî÷êàì è

âåðøèíå.

• Ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ

÷åðåç ñåðåäèíó îòðåçêà

ïåðïåíäèêóëÿðíî ê íåìó.

• Êîíè÷åñêèå ñå÷åíèÿ ïî

ïÿòè òî÷êàì, ëåæàùèì â

îäíîé ïëîñêîñòè.

• Òî÷êà ïåðåñå÷å-

íèÿ äâóõ îáúåêòîâ

(äâóõ ëèíèé èëè

ëèíèè ñ ïîâåðõíî-

ñòüþ).

• Ëèíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ

äâóõ ïîâåðõíîñòåé.

• Ñôåðà ïî åå öåíòðó è

îäíîé òî÷êå.

• Ñåðåäèíà îòðåçêà.

Ðèñóíîê 2. Ïîñòðîåíèå êîíôèãóðàöèè.
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èì ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ h, è çàòåì ïëîñ-
êîñòü ÷åðåç g è ïàðàëëåëüíóþ ïðÿìóþ (ðè-
ñóíîê 5). Èç ëþáîé òî÷êè íà h îïóñêàåì ïåð-
ïåíäèêóëÿð íà ïëîñêîñòü è íàõîäèì åãî îñ-
íîâàíèå I (ðèñóíîê 6).

Äâèãàÿ H ìîæíî ìåíÿòü ïîëîæåíèå òî÷-
êè I è òàêèì îáðàçîì íàéòè íóæíûé îòðå-
çîê (ðèñóíîê 7, 8). Îòðåçîê LgLh � êðàò-
÷àéøèé ñðåäè îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ òî÷-
êè ïðÿìûõ g è h.

Ïðèìåð 3. Ýêâèâàëåíò íåñóùåñòâóþ-
ùåé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò â òåòðàýäðå

Ñòðîèì ïî ÷åòûðåì íå ëå-
æàùèì â îäíîé ïëîñêîñòè òî÷-
êàì òåòðàýäð, ïðè÷åì ãðàíè äå-
ëàåì ïðîçðà÷íûìè, ÷òîáû áûëà
âèäíà âíóòðåííîñòü ïèðàìèäû.
Îïóñêàåì ïåðïåíäèêóëÿð èç
êàæäîé âåðøèíû íà ïðîòèâî-
ïîëîæíóþ ãðàíü è èç òî÷êè ïå-
ðåñå÷åíèÿ âûñîò êàæäîé ãðàíè
âîññòàâëÿåì ïåðïåíäèêóëÿð ê
ýòîé ãðàíè (ðèñóíîê 9). Ïîëó-
÷àåì ÷åòûðå ïàðû ïàðàëëåëü-
íûõ ïðÿìûõ. Äëÿ êàæäîé òà-
êîé ïàðû ïðîâîäèì ïàðàëëåëü-
íóþ ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ â òîé
æå ïëîñêîñòè è ðàâíîóäàëåí-
íóþ îò íèõ. Ìîæíî äîêàçàòü,
÷òî ýòè ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ
â îäíîé òî÷êå. Ýòà òî÷êà (òî÷-
êà Ìîíæà) ñëóæèò «çàìåíèòå-
ëåì» íåñóùåñòâóþùåé òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò. Òî÷êà
Ìîíæà ëåæèò íà îäíîé ïðÿìîé
ñ öåíòðîì îïèñàííîé ñôåðû M

Ðèñóíîê 3. Âèçóàëèçàöèÿ êîíôèãóðàöèè. Ðèñóíîê 4. Âàðüèðîâàíèå êîíôèãóðàöèè.

Ðèñóíîê 5. Ðèñóíîê 6.

Ðèñóíîê 7. Ðèñóíîê 8.

íîê 3). Âàðüèðóÿ èñõîäíûå ïàðàìåòðû, íà-
ïðèìåð òî÷êó À, ìîæíî ýêñïåðèìåíòàëüíî
ïðîâåðèòü ïðàâèëüíîñòü êîíñòðóêöèè (ðè-
ñóíîê 4). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýòàïîâ «Ïî-
ñòðîåíèå � Âèçóàëèçàöèÿ � Âàðüèðîâàíèå»
æåëàòåëüíà ïî÷òè äëÿ âñåõ êîíñòðóêöèé, íî
â äàëüíåéøåì ìû îãðàíè÷èìñÿ ëèøü ïîñò-
ðîåíèåì.

Ïðèìåð 2. Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ
ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè

Îäíà èç âîçìîæíûõ êîíñòðóêöèé: ×å-
ðåç ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó G íà ïðÿìîé g ñòðî-
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è öåíòðîì òÿæåñòè S òåò-
ðàýäðà, íàçûâàåìîé ïðÿ-
ìîé Ýéëåðà (ðèñóíîê 10).
Ýòîò ïðèìåð äåìîíñòðè-
ðóåò, êàê ìîæíî îòêðû-
âàòü íîâûå ñâîéñòâà ñ ïî-
ìîùüþ ïîñòðîåíèé (äðó-
ãèå ïðèìåðû: Schumann
2004a).

Ïðèìåð 4. Ïðàâèëü-
íûé îêòàýäð ñ îïèñàííîé
è âïèñàííîé ñôåðàìè

Ïîñòðîèì îêðóæíîñòü
áîëüøîãî êðóãà è äâå îð-
òîãîíàëüíûå ïðÿìûå, ïå-
ðåñåêàþùèå ñôåðó â ÷åòû-
ðåõ ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷-
êàõ (ðèñóíîê 11). Äàëåå
ñòðîèì ñôåðó è ïðîâîäèì
÷åðåç åå öåíòð ïåðïåíäè-
êóëÿð ê ïëîñêîñòè. Ýòîò
ïåðïåíäèêóëÿð ïåðåñåêà-
åò ñôåðó â äâóõ íåäîñòàþ-
ùèõ òî÷êàõ. Èòîãî ïîëó÷àåì øåñòü âåðøèí
îêòàýäðà. Çàøòðèõóåì øåñòü èç âîñüìè ãðà-
íåé, ÷òîáû îïóñòèòü ïåðïåíäèêóëÿð èç Ì
íà îäíó èç ãðàíåé. Ñôåðà ñ öåíòðîì â M,
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç îñíîâàíèå ýòîãî ïåðïåí-
äèêóëÿðà, ÿâëÿåòñÿ âïèñàííîé ñôåðîé îê-
òàýäðà (ðèñóíîê 12).

Ïðèìåð 5. Ïîñòðîåíèå îïèñàííîé âîê-
ðóã øåñòèãðàííèêà ñôåðû íà îñíîâå ÷å-
òûðåõóãîëüíèêîâ

Îòìå÷àåì íà ñôåðå òî÷êè A, B, C, F.
×åðåç òðîéêè òî÷åê A, B, C; A, B, F è B, C,

Ðèñóíîê 9. Ðèñóíîê 10.

Ðèñóíîê 11. Ðèñóíîê 12.

F ïðîâîäèì îêðóæíîñòè (ðèñóíîê 13). Íà
ýòè îêðóæíîñòÿõ îòìå÷àåì òî÷êè D, E è G
ñîîòâåòñòâåííî. Îêðóæíîñòè AED, CDG è
EFG ïåðåñåêàþòñÿ â íåäîñòàþùåé âîñüìîé
âåðøèíå øåñòèãðàííèêà (ðèñóíîê 14), ãðà-
íè êîòîðîãî çàøòðèõîâàíû (ðèñóíîê 15).
Ñëåäñòâèå: ñôåðà, îïèñàííàÿ âîêðóã øåñ-
òèãðàííèêà ñ ÷åòûðåõóãîëüíûìè ãðàíÿìè,
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îäíèì åãî ïðî-
ñòðàíñòâåííûì óãëîì.

Ïðèìåð 6. Îñîáûå ëèíèè è òî÷êè â ñôå-
ðè÷åñêîì òðåóãîëüíèêå

Ðèñóíîê 13. Ðèñóíîê 14. Ðèñóíîê 15.
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Ïóñòü A, B, C � òî÷êè íà ñôåðå, íå ëåæàùèå íà
îäíîé áîëüøîé îêðóæíîñòè. ×åðåç êàæäûå äâå òî÷êè
èç íèõ ïðîâåäåì áîëüøèå îêðóæíîñòè. Ýòè îêðóæíî-
ñòè îáðàçóþò ñôåðè÷åñêèé òðåóãîëüíèê ABC. Ïëîñ-
êîñòè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ñåðåäèíû ñòîðîí òðåóãîëü-
íèêà ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòÿì ñîîòâåòñòâóþùèõ
áîëüøèõ îêðóæíîñòåé, âûðåçàþò íà ñôåðå òàê íàçû-
âàåìûå ñðåäèííûå ïåðïåíäèêóëÿðû (ðèñóíîê 16). Ýòè
ïåðïåíäèêóëÿðû ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå Ì. Îïó-
ñòèì ïåðïåíäèêóëÿð èç Ì íà ïëîñêîñòü ÀÂÑ (ðèñóíîê
17). Åãî îñíîâàíèå Ì' ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì îïèñàííîé
îêðóæíîñòè êàê ïëîñêîãî, òàê è ñôåðè÷åñêîãî òðåó-
ãîëüíèêîâ ÀÂÑ. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ïëîñêîìó òðåó-
ãîëüíèêó àíàëîãè÷íî ïîñòðîåííûå òî÷êà S (ïåðåñå÷å-
íèå ìåäèàí), òî÷êà Í (ïåðåñå÷åíèå âûñîò) è òî÷êà M
íå ëåæàò íà îäíîé áîëüøîé îêðóæíîñòè (ðèñóíîê 18).

Ïðèìåð 7. Ïðàâèëüíûé òåòðàýäð èç òðåõ ñôåð

Â ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíîé ýêðàíó ñòðîèì ïðà-
âèëüíûé òðåóãîëüíèê ñîãëàñíî ïåðâîé êîíñòðóêöèè
Åâêëèäà (ðèñóíîê 19). Äàëåå ïîâîðà÷èâàåì ïëîñêîñòü
«íàçàä». ×åðåç êàæäûå äâå âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ïðî-
âîäèì ñôåðû ñ öåíòðîì â äðóãîé âåðøèíå. Ýòè ñôå-
ðû ïåðåñåêàþòñÿ ïî äóãàì, êîòîðûå ñõîäÿòñÿ â îáíîé
òî÷êå � âåðøèíå ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà (ðèñóíîê 20).

2. ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß

Ñ ÊÎÍÃÐÓÝÍÒÍÛÌÈ ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈßÌÈ

Ñîçäàíèå êîïèé îáúåêòîâ ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì
èíñòðóìåíòîì â êîíñòðóèðîâàíèè. Â Cabri 3D âñòðî-
åíû ñëåäóþùèå êîíãðóýíòíûå îòîáðàæåíèÿ, ïîçâîëÿ-
þùèå ñîçäàâàòü êîïèè îáúåêòîâ: ñèììåòðèè îòíîñè-
òåëüíî òî÷êè, ïðÿìîé, ïëîñêîñòè, à òàêæå ïàðàëëåëü-
íûé ïåðåíîñ è ïîâîðîò îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé îñè
íà çàäàííûé óãîë. Ñ ïîìîùüþ ýòèõ îòîáðàæåíèé ìîæ-
íî ýëåãàíòíî ðåøàòü ðàëè÷íûå çàäà÷è íà ïîñòðîåíèå.
Âðàùàÿ îáúåêò íà óãîë 360°/n, n = 2, 3, ..., ìîæíî

Ðèñóíîê 16.

Ðèñóíîê 17.

Ðèñóíîê 18.

Ðèñóíîê 19. Ðèñóíîê 20.
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ïîëó÷àòü ôèãóðû, îáëàäàþùèå îïðåäåëåí-
íîé ñèììåòðèåé. Îäèíàêîâî îðèåíòèðîâàí-
íûå êîíãðóýíòíûå ôèãóðû ìîæíî îòîáðà-
çèòü äðóã íà äðóãà ñ ïîìîùüþ íåñêîëüêèõ
ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñèììåòðèé îòíîñèòåëüíî
ïëîêîñòåé.

Äëÿ òî÷å÷íûõ îòîáðàæåíèé ïðèìåíÿþò-
ñÿ îòîáðàæåíèÿ ïîäîáèÿ (â òîì ÷èñëå öåí-
òðàëüíàÿ ïðîåêöèÿ), àôôèííûå îòîáðàæå-
íèÿ, ñòåðåîãðàôè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ, ñèììåò-
ðèÿ îòíîñèòåëüíî ñôåðû è ò. ä.

Ðèñóíêè 21�25 èëëþñòðèðóþò ïðèìåíå-
íèå êîíãðóýíòíûõ îòîáðàæåíèé â Cabri 3D
íà ïðèìåðå ïðàâèëüíîé ïÿòèóãîëüíîé ïè-
ðàìèäû.

3. ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß
Ñ ÏÐÀÂÈËÜÍÛÌÈ ÌÍÎÃÎÓÃÎËÜÍÈÊÀÌÈ

Ìîäóëü äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðàâèëüíûõ
ìíîãîóãîëüíèêîâ ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ ìíîãîãðàííèêîâ (òàáëèöà 2). Òà-
êèå âûïóêëûå ìíîãîãðàííèêè ìîãóò èìåòü
â êà÷åñòâå ãðàíåé òîëüêî ïðàâèëüíûå òðåó-
ãîëüíèêè, êâàäðàòû, à òàêæå ïðàâèëüíûå
ïÿòè-, øåñòè-, âîñüìè-, äåñÿòè- è äâåíàäöà-
òèóãîëüíèêè. Èç íèõ ìîæíî ñòðîèòü ñ ïî-
ìîùüþ êîíãðóýíòíûõ îòîáðàæåíèé òàê íà-

Ðèñóíîê 21. Ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî òî÷êè.

Ðèñóíîê 22. Ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé
(ïîâîðîò íà 1800).

Ðèñóíîê 23. Ñèììåòðèÿ
îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè.

Ðèñóíîê 24. Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ.

Ðèñóíîê 25. Âðàùåíèå âîêðóã îñè.

Òàáëèöà 2. Ìîäóëü äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ.

Âîçìîæíûå ïîñòðîåíèÿ

• Ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê.
• Êâàäðàò.
• Ïÿòèóãîëüíèê.
• Øåñòèóãîëüíèê.
• Âîñüìèóãîëüíèê.
• Äåñÿòèóãîëüíèê.
• Äâåíàäöàòèóãîëüíèê.
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çûâàåìûå òåëà Äæîíñîíà (vgl. http://
home.aanet.com.au/robertw/Glossary.html).
Íåèñêóøåííûé â ñòåðåîìåòðèè ïîëüçîâàòåëü
ìîæåò íå çíàòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ìíîãî-
ãðàííèêà, íàïðèìåð, ñ ñåìèóãîëüíûìè ïðà-
âèëüíûìè ãðàíÿìè, ïîýòîìó æåëàòåëüíî,
÷òîáû ïðîãðàììà äàâàëà ñîäåðæàòåëüíîå
ãåîìåòðè÷åñêîå îáúÿñíåíèå ýòîìó ôàêòó.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ çâåçäíûõ ìíîãîãðàííèêîâ,
îñîáåííî ìåòîäîì Êåïëåðà-Ïóàíñî, ìîæíî
èñïîëüçîâàòü âñòðîåííûå ìåòîäû äëÿ ïðà-
âèëüíûõ ïÿòè- è øåñòèóãîëüíèêîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ïîñò-
ðîåíèå èêîñàýäðà ïî ìåòîäó Åâêëèäà â 13-é
êíèãå åãî «Ýëåìåíòîâ».

Ïðèìåð 8. Ïîñòðîåíèå èêîñàýäðà

Ñíà÷àëà ñòðîèòñÿ ïðàâèëüíàÿ ïÿòèóãîëü-
íàÿ àíòèïðèçìà è íà íåå íàêëàäûâåòñÿ ïðà-
âèëüíàÿ ïÿòèóãîëüíàÿ ïèðàìèäà. Äàäèì ïîä-
ðîáíîå îïèñàíèå àëãîðèòìà.

Äëÿ êàæäîãî øàãà àëãîðèòìà â Cabri 3D
âñòðîåí ñîîòâåòñòâóþùèé èíñòðóìåíò.

Ïîñòðîåíèå ïÿòèóãîëüíîé àíòèïðèçìû:
1) ñòðîèì îêðóæíîñòü,
2) âïèñûâàåì â íåå ïðàâèëüíûé ïÿòè-

óãîëüíèê � îñíîâàíèå àíòèïðèçìû,

3) ñòðîèì ïÿòèóãîëüíèê, ñèììåòðè÷íûé
ïåðâîìó îòíîñèòåëüíî öåíòðà îêðóæíîñòè
(ðèñóíîê 26),

4) âîññòàíàâëèâàåì ïåðïåíäèêóëÿð ê îñ-
íîâàíèþ (ðèñóíîê 27),

5) ñòðîèì âñïîìîãàòåëüíóþ ïëîñêîñòü,
ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ïåðïåíäèêóëÿð,

6) â ýòîé ïëîñêîñòè ñòðîèì îêðóæíîñòü
ñ òåì æå öåíòðîì è ðàäèóñîì, ÷òî è ïåðâàÿ
îêðóæíîñòü (ðèñóíîê 27),

7) îïðåäåëÿåì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé
îêðóæíîñòè è ïåðïåíäèêóëÿðà (ðèñóíîê 27),

8) ñòðîèì âåêòîð ñäâèãà îò öåíòðà îêðóæ-
íîñòè äî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ (ðèñóíîê 27),

9) äåëàåì ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ïÿòè-
óãîëüíèêà íà âåêòîð ñäâèãà � ïîëó÷àåì âåð-
õíåå îñíîâàíèå (ðèñóíîê 28),

10) ñòðîèì 5 áîêîâûõ ãðàíåé (òðåóãîëü-
íèêè) (ðèñóíîê 28),

11) ñòðîèì îñòàëüíûå 5 áîêîâûõ ãðàíåé
ñ ïîìîùüþ ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ñåðå-
äèíû ïåðïåíäèêóëÿðà (ðèñóíîê 29).

Ïèðàìèäàëüíàÿ íàäñòðîéêà:
12) ïðîâîäèì îêðóæíîñòü ÷åðåç îäíó èç

âåðøèí íèæíåãî îñíîâàíèÿ âîêðóã ïðîòè-
âîïîëîæíîãî ðåáðà âåðõíåãî îñíîâàíèÿ (ðè-
ñóíîê 29),

Ðèñóíîê 26. Ðèñóíîê 27. Ðèñóíîê 28.

Ðèñóíîê 29. Ðèñóíîê 30. Ðèñóíîê 31.
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13) îòìå÷àåì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé îê-
ðóæíîñòè ñ ïåðïåíäèêóëÿðîì � âåðøèíó ïè-
ðàìèäû (ðèñóíîê 29),

14) ñîåäèíèì ýòó òî÷êó ñ âåðøèíàìè âåð-
õíåãî îñíîâàíèÿ � ïîëó÷àåì ïèðàìèäó. Òî
æå ñàìîå ìîæíî îñóùåñòâèòü ñ ïîìîùüþ
èíñòðóìåíòà «Âûïóêëàÿ ïèðàìèäà»,

15) ïðèìåíÿåì ñèììåòðèþ îòíîñèòåëü-
íî ñåðåäèíû ïåðïåíäèêóëÿðà è ïîëó÷àåì
äîäåêàýäð.

Çàâåðøàÿ êîíñòðóêöèþ, îïðåäåëèì
îáúåêò «Âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê» êàê âû-
ïóêëóþ îáîëî÷êó åãî âåðøèí. Ñ îïðåäåëåí-
íûì òàê îáúåêòîì ìîæíî âûïîëíÿòü ñîîò-
âåòñòóþùèå îïåðàöèè è îòîáðàæåíèÿ (ðè-
ñóíîê 31).

3.4. ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ
ÌÍÎÃÎÃÐÀÍÍÈÊÎÂ

Ìîäóëè äëÿ ïîñòðîåíèÿ â
ïðîñòðàíñòâå ïîçâîëÿþò ñòðîèòü
òåòðàýäð, êóá, âûïóêëóþ ïðèçìó,
âûïóêëóþ ïèðàìèäó è ïðîèç-
âîëüíûé âûïóêëûé ìíîãîãðàí-
íèê (êàê âûïóêëóþ îáîëî÷êó êî-
íå÷íîãî ÷èñëà âåðøèí) (òàáëè-
öà 3, ëåâàÿ ÷àñòü). Ýòè òåëà ÿâ-

ëÿþòñÿ îáúåêòàìè, ê êîòîðûì ìîæíî ïðè-
ìåíÿòü âñòðîåííûå â Cabri 3D îïåðàöèè,
òàêèå êàê, íàïðèìåð, «Ñå÷åíèå ìíîãîãðàí-
íèêà». Ðåçóëüòàòîì òàêîé îïåðàöèè ÿâëÿåò-
ñÿ ÷àñòü ìíîãîãðàííèêà, êîòîðàÿ â ñâîþ î÷å-
ðåäü ÿâëÿåòñÿ îáúåêòîì (Schumann 2001).

Ðàññìîòðèì, â êà÷åñòâå ïðèìåðà, ïîñò-
ðîåíèå ìîäåëè Êàñòåëü äåëü Ìîíòå (Castel
del Monte, Götze 1991).

Ïðèìåð 9

Ñíà÷àëà ñòðîèì èñõîäíóþ ñõåìó (ðèñó-
íîê 32). Íà åå îñíîâå ñòðîÿòñÿ äâå ïðèçìû �
âíåøíÿÿ è âíóòðåííÿÿ (ðèñóíîê 33). Çàòåì
ñòðîèì îäíó óãëîâóþ «Áàøíþ», èç êîòîðîé
ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîâîðîòà è ñèììåòðèè ïî-

Òàáëèöà 3. Ìîäóëü äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðàâèëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ.

Ìíîãîãðàííèê Ïðàâèëüíûé ìíîãîãðàííèê

• Òåòðàýäð ïî ÷åòûðåì òî÷êàì. • Ïðàâèëüíûé òåòðàýäð ïî åãî ãðàíè.
• Ïðàâèëüíûé òåòðàýäð ïî öåíòðó ãðàíè è
âåðøèíå.

• Ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä ïî äâóì
òî÷êàì (êîíöàì äèàãîíàëè).

• Êóá ïî åãî ãðàíè.
• Êóá ïî öåíòðó ãðàíè è âåðøèíå.

• Ïðèçìà ïî âûïóêëîìó ìíîãîóãîëüíèêó è
âåêòîðó.

• Ïðàâèëüíûé âîñüìèãðàííèê ïî åãî ãðàíè
(òðåóãîëüíèêó).
• Ïðàâèëüíûé âîñüìèãðàííèê ïî öåíòðó
ãðàíè è âåðøèíå.

• Ïèðàìèäà ïî âûïóêëîìó ìíîãîóãîëüíèêó è
òî÷êå (âåðøèíå).

• Ïðàâèëüíûé äâåíàäöàòèãðàííèê ïî åãî
ãðàíè (ïÿòèóãîëüíèêó).
• Ïðàâèëüíûé äâåíàäöàòèãðàííèê ïî öåíòðó
ãðàíè è âåðøèíå.

• Âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê êàê âûïóêëàÿ
îáîëî÷êà íåñêîëüêèõ òî÷åê.

• Ïðàâèëüíûé äâàäöàòèãðàííèê ïî åãî
ãðàíè (òðåóãîëüíèêó).
• Ïðàâèëüíûé äâàäöàòèãðàííèê ïî öåíòðó
ãðàíè è âåðøèíå.

• Ìíîãîãðàííèê êàê ïåðåñå÷åíèå äðóãîãî
ìíîãîãðàííèêà ñ äàííûì ïîëóïðîñòðàíñòâîì.

Ðèñóíîê 32. Ðèñóíîê 33.
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Ðèñóíîê 34. Ðèñóíîê 35. Ðèñóíîê 36.

Ðèñóíîê 37. Ðèñóíîê 38.

Ïðèìåð 10. Óñå÷åííûé îêòàýäð

Âïèøåì â êóá ïðàâèëüíûé øåñòèóãîëü-
íèê (ðèñóíîê 37) è ðàññìîòðèì ÷àñòü êóáà
íàä ïëîñêîñòüþ øåñòèóãîëüíèêà (ðèñóíîê
38). Ïîëó÷åííûé îáúåêò îòðàæàåì íåñêîëü-
êî ðàç îòíîñèòåëüíî îäíîé èç åãî òðåóãîëü-
íûõ ãðàíåé (ðèñóíîê 39) ïîêà íå ïîëó÷èì
êóáè÷åñêóþ îáîëî÷êó (ðèñóíîê 40), êîòî-
ðàÿ ñîäåðæèò óñå÷åííûé îêòàýäð (ðèñóíîê
41). Êîíå÷íî, åãî ìîæíî áûëî áû ïîñòðî-
èòü è äðóãèì ñïîñîáîì � ñðåçàÿ óãëû îáû÷-
íîãî îêòàýäðà.

Ïðèìåð 11

Ñòðîèì îñè, ïåðïåí-
äèêóëÿðíûå ãðàíÿì êóáà
(ðèñóíîê 42). Çàòåì êóá íà
45î ïîâîðà÷èâàåò âîêðóã
êàæäîé îñè (ðèñóíîê 43,
44). Ïîëó÷àåì «Ó÷åòâå-
ðåííûé êóá».

Êàêîé ñèììåòðèåé îí
îáëàäàåò ïî ñðàâíåíèþ ñ
îáû÷íûì êóáîì?

Ðèñóíîê 39. Ðèñóíîê 40. Ðèñóíîê 41.

ëó÷àåì îñòàëüíûå «Áàøíè» (ðèñóíîê 34).
Çàòåì íàêðûâàåì êîíñòðóêöèþ ìíîãîãðàí-
íèêîì è, â çàêëþ÷åíèå, ïðîâîäèì ñðåäíåå
ñå÷åíèå òåëà (ðèñóíîê 35). Ðèñóíîê 36 ïî-
êàçûâàåò âèä ñâåðõó.

Äàëüíåéøèå ïðèìåðû ìîæíî íàéòè â ðà-
áîòå «Èíòåðàêòèâíîå ìîäåëèðîâàíèå â âèð-
òóàëüíîì ïðîñòðàíñòâå» (Schumann 2005b).

Ïðàâèëüíûå ìíîãîãðàííèêè ñëóæàò èñ-
õîäíûì ìàòåðèàëîì äëÿ ðàçíîîáðàçíûõ êîí-
ñòðóêöèé â ïðîñòðàíñòâå. (òàáëèöà 4, ñïðà-
âà). Çäåñü ìû ëèøü êàñàåìñÿ ýòîãî âîïðîñà
(Schumann 2004b).
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Ïðèìåð 12. Êîëüöî èç ìíîãîãðàííè-
êîâ èëè òîðîèä

×àñòíûì ðåøåíèåì îáùåé çàäà÷è ïî-
ñòðîåíèÿ êîëüöà èç ïëàòîíîâûõ èëè àðõè-
ìåäîâûõ ìíîãîãðàííèêîâ ÿâëÿåòñÿ êîíñò-
ðóêöèÿ èç ïðàâèëüíûõ îêòàýäðîâ è èêîñà-
ýäðîâ (ðèñóíîê 45). Ñóùåñòâóþò è äðóãèå
ïîäîáíûå êîëüöà èç îêòàýäðîâ è èêîñàýä-
ðîâ. Èíòåðàêòèâíîå êîíñòðóèðîâàíèå òàêèõ
è áîëåå ñëîæíûõ òåë îñíîâàíî íà ãîòîâûõ
ìîäåëÿõ (îáúåêòàõ) â Cabri 3D.


